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Cadre : Soit d ∈ N?. On considère 〈., .〉 le produit scalaire usuel sur Rd.

I Transformée de Fourier dans L1(Rd)

1) Définition et premières propriétés

Définition 1. On définit la transformée de Fourier de f ∈ L1(Rd) par :

F (f) = f̂ : Rd −→ C

ξ 7−→
∫
Rd
f(x)e−i〈x,ξ〉 dx

Remarque 2. Cette définition a un sens car
∣∣f(x)e−i〈x,ξ〉

∣∣ = |f(x)|.

Proposition 3. Pour f ∈ L1(Rd), f̂ est une fonction continue.

Théorème 4 (Riemann-Lebesgue). Si f ∈ L1(Rd), lim‖ξ‖→∞ f̂(ξ) = 0.

Proposition 5. Pour f ∈ L1(Rd), on a f̂ ∈ L∞(Rd) avec
∥∥∥f̂∥∥∥

∞
6 ‖f‖1.

Proposition 6. L’application F : L1(Rd) → C0(Rd,C) est bien définie,
linéaire et continue.

Exemple 7. Si f = 1[−b,b], on a f̂ : ξ 7→ sin(bξ)
ξ (prolongée par b en 0).

Exemple 8. Si γa(x) = e−ax
2 pour a > 0 et x ∈ R, alors γ̂a =

√
π
aγ 1

4a
.

Proposition 9. Soient f ∈ L1(Rd), α ∈ Rd et λ > 0.

(i) Si g(x) = f(x)ei〈α,x〉 , alors ĝ(ξ) = f̂(ξ − α).

(ii) Si g(x) = f(x− α), alors ĝ(ξ) = f̂(ξ)e−i〈α,ξ〉 .

(iii) Si g = f̌ , alors ĝ = f̂ .

(iv) Si g(x) = f (λx), alors ĝ(ξ) = 1
λd
f̂
(
ξ
λ

)
.

Proposition 10. Soient f ∈ L1(Rd) et j ∈ J1, dK.

(i) Si f ∈ C1(Rd) et ∂jf ∈ L1(Rd), alors ∂̂jf(ξ) = iξj f̂(ξ) pour ξ ∈ Rd.

(ii) Si xjf ∈ L1(Rd), alors ∂j f̂ existe et ∂j f̂ = −ix̂jf .

2) Produit de convolution

Définition 11. Soient f, g : Rd → R. Quand ceci a un sens, on pose :

(f ∗ g)(x) =
∫
Rd
f(t)g(x− t) dt

le produit de convolution de f et g en x ∈ Rd.

Proposition 12. La convolution entre fonctions mesurables positives est
commutative et associative.

Exemple 13. Soit f ∈ L1(Rd) positive, alors f ∗0 = 0 et f ∗1Rd =
∫
Rd f .

Proposition 14. Soit f ∈ L1
loc(Rd) à support compact. Alors f ∗ g est

bien définie sur Rd.

Théorème 15. (L1(Rd),+, ·, ∗) est une R-algèbre commutative.

Proposition 16. Soient f, g ∈ L1(Rd). Alors f̂ ∗ g = f̂ · ĝ.

Application 17. L’algèbre (L1(Rd),+, ·, ∗) est sans unité.

Application 18. Si f = f ∗ f dans L1(Rd), alors f = 0.

3) Inversion de Fourier

Théorème 19. Soit f ∈ L1(Rd) telle que f̂ ∈ L1(Rn). Alors :

̂̂
f = (2π)df̌ i.e. ∀x ∈ Rd, f(x) = 1

(2π)d

∫
Rd
f̂(ξ)ei〈x,ξ〉 dξ

Corollaire 20. La transformée de Fourier est injective.

Corollaire 21. Si f ∈ L1(Rd) n’est pas continue, f̂ n’est pas intégrable.

Définition 22. Soit ρ : I → R une fonction mesurable et strictement
positive, vérifiant ∀n ∈ N,

∫
I
|x|nρ(x) dx < +∞. On dit alors que ρ est

une fonction poids.

Théorème 23. Soient I un intervalle de R et ρ une fonction poids. S’il
existe a > 0 tel que

∫
I
ea|x|ρ(x)dx <∞, alors les polynômes orthogonaux

associés à ρ forment une base hilbertienne de L2(I, ρ).



250
-
T
ransform

ation
de

Fourier.
A
pplications.

II Extension de la transformée de Fourier

1) Prolongement à L2(Rd)

Remarque 24. Pour f ∈ L2(Rd), on ne peut pas définir f̂ comme dans
L1(Rd) puisque x 7→ f(x)e−i〈ξ,x〉 n’est en général pas intégrable.

Exemple 25. Si f : x 7→ 1
x1[1,100[(x) ∈ L2(R), x 7→ f(x)e−iξx 6∈ L1(R).

Lemme 26. Si ϕ ∈ C∞c (Rd), alors ϕ̂ ∈ L2(Rd), et ‖ϕ̂‖2 = ‖ϕ‖2.

Définition 27. Soit f ∈ L2(Rd). Par densité de C∞c (Rd) dans L2(Rd), on
écrit f comme limite de ϕn ∈ C∞c (Rd). Posons F (f) = limn→∞ F (ϕn).
Cette limite existe et est indépendante de la suite choisie, et définit un
élément de L2(Rd).

Proposition 28. L’application F : L2(Rd) → L2(Rd) est linéaire et
continue telle que pour tout f ∈ L2(Rd) on a ‖F (f)‖2 = ‖f‖2. Pour
f, g ∈ L2(Rd), on a 〈F (f) ,F (g)〉 = 〈f, g〉, et

∫
R(F (f))g =

∫
R f(F (g)).

Théorème 29. Pour f ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd), on a deux définitions de la
transformée de Fourier. Ces deux définitions sont équivalentes.

Théorème 30 (Plancherel). La transformation de Fourier su L2(Rd)
est un isomorphisme. En notant J l’opérateur défini sur L2(Rd) par
Jf(x) = f(−x), l’inverse de F et donné par F−1 = F ◦ J = J ◦ F ,
ce que l’on peut traduire sous la forme F ◦ F = J . L’opérateur F est
unitaire : F? = F−1.

2) Espace de Schwartz
Définition 31. Pour x ∈ Rd et α ∈ Nd, on pose xα = xα1

1 · · ·x
αd
d , et

pour f de classe C|α|, on pose ∂αf = ∂α1
x1
· · · ∂αdxd f . Pour f de classe Cn et

α, β ∈ Nd avec |α| 6 n, on pose Nα,β(f) =
∥∥xβ∂αf∥∥∞.

Définition 32. On appelle espace de Schwartz sur Rd l’ensemble :

S(Rd) =
{
f ∈ C∞(Rd,R)

∣∣∀α, β ∈ Nd, Nα,β(f) <∞
}

Proposition 33. Pour tout p > 1, on a C∞c (Rd,R) ⊂ S(Rd) ⊂ Lp(Rd).

Proposition 34. L’espace de Schwartz est stable par produit avec les
polynômes, dérivation et produit.

Proposition 35. Pour α, β ∈ Nd et f ∈ S(Rd), on a, pour ξ ∈ Rd :

F (∂αf) (ξ) = i|α|ξαF (f) (ξ) et F
(
xβf

)
(ξ) = i|β|∂βF (f) (ξ)

Théorème 36. La transformée de Fourier est un homéomorphisme li-
néaire de l’espace de Schwartz dans lui-même.

3) Distributions tempérées
Définition 37. On définit l’espace vectorielD′(Rd) des distributions dans
Rd comme le dual topologique de C∞0 (Rd,R), l’espace vectoriel S ′(Rd) des
distributions tempérées dans Rd comme le dual topologique de S(Rd), et
l’espace vectoriel E ′(Rd) des distributions à support compact dans Rd
comme le dual topologique de C∞(Rd,R).

Proposition 38. Comme on a une injection continue C∞K (Rd,R) ↪→
S(Rd), on a une injection continue S ′(Rd) ↪→ D′(Rd).

Définition 39. Pour T ∈ S ′(Rd), on définit T̂ : S(Rd) → R par〈
T̂ , ϕ

〉
= 〈T, ϕ̂〉 pour tout ϕ ∈ S(Rd). L’application T̂ est une distri-

bution tempérée, appelée transformée de Fourier de T .

Théorème 40. La transformée de Fourier des distributions tempérées
donne un homéomorphisme linéaire de S ′(Rd) dans lui-même.

Proposition 41. Soient T ∈ S ′(Rd) et α ∈ Nd. On a :

(i) F (F (T )) = (2π)dŤ , où
〈
Ť , ϕ

〉
= 〈T, ϕ̌〉.

(ii) F (∂αT ) = i|α|ξαF (T ), où 〈∂αT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T, ∂αϕ〉.
(iii) F (xαT ) = i|α|∂αF (T ).

Exemple 42. On a δ̂0 = 1, ŝin = δ1 − δ−1, (x 7→ sin(bx)
x ) S

′(Rd)−−−−→
b→+∞

δ0.

Définition 43. Soient T ∈ D′(Rd) et S ∈ E ′(Rd). On définit la convolu-
tion de T et S par 〈T ∗ S, ϕ〉 =

〈
T, Š ∗ ϕ

〉
, où Š∗ϕ : x 7→ 〈S(y), ϕ(y − x)〉.

Proposition 44. Soient T ∈ D′(Rd), S ∈ E ′(Rd) et α ∈ Nd. Alors :

T ∗ δ0 = δ0 ∗ T = T et ∂α(T ∗ S) = (∂αT ) ∗ S = T ∗ (∂αS)

Théorème 45. Soient T ∈ S ′(Rd) et S ∈ E ′(Rd). Alors T ∗ S ∈ S ′(Rd),
et F (T ∗ S) = F (T )F (S).
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III Applications

1) Formule sommatoire de Poisson
Théorème 46. Soit F : L1(R) ∩ C0(R). On note, pour tout n ∈ N,
F̂ (n) =

∫
R F (t)e−int dt. On suppose :

∃M > 0, ∃α > 1, ∀x ∈ R, |F (x)| 6M(1 + |x|)−α et
∑
n∈Z
|F̂ (n)| < +∞

Alors on a la relation :

2π
∑
n∈Z

F (2πn) =
∑
n∈Z

F̂ (n)

Application 47. Pour tout s > 0, on a :∑
n∈Z

e−πn
2s = 1√

s

∑
n∈Z

e−
πk2
s

2) Équations aux dérivées partielles
Pour u0 ∈ C2(R), on considère l’équation différentielle :{

∂u
∂t −

∂2u
∂x2 = 0 sur R+? × R

u(0, .) = u0 dans C2(R) (∗)

Théorème 48. Il existe une unique solution u au problème de Cauchy
(∗) donnée pour x ∈ R et t > 0 par :

u(t, x) = 1
2
√
πt

∫
R
u0(y)e−

(x−y)2
4t dy

3) Application en probabilités

Définition 49. Soit f(x) = 1√
π
e−

x2
2 définie sur R. La fonction f est

la densité d’une loi de probabilité, appelée loi normale centrée réduite et
notée N (0, 1). Si X suit la loi N (0, 1), on notera N

(
m,σ2) la loi de

Y = σX +m, pour m ∈ R et σ > 0.

Proposition 50. Soient X ↪→ N (0, 1) et Y ↪→ N
(
m,σ2). Alors

E [X] = 0, E [Y ] = m, Var(X) = 1 et Var(Y ) = σ2.

Définition 51. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans E = Rd. On
définit la fonction caractéristique ϕX de X par :

ϕX : Rd −→ C
λ 7−→ E

[
ei〈λ,X〉

]
Exemple 52. Si X ↪→ N (0, 1), alors ϕX(t) = e−

t2
2 .

Remarque 53. Si X a pour densité f , alors ϕX = f̌̂ .

Proposition 54. ϕX caractérise PX .

Proposition 55. Si X est réelle et E [|X|p] < +∞, alors ϕX est p fois
dérivable et ϕ(p)

X (λ) = ipE
[
XpeiλX

]
. En particulier, ϕ(p)

X (0) = ipE [Xp].

Théorème 56 (Lévy). Xn
L−−−−−→

n→+∞
X si et seulement si ϕXn −−−−−→

n→+∞
ϕX .

Théorème 57 (Théorème central limite). On suppose que les Xn sont
indépendants, identiquement distribués et de carré intégrable. Alors :

1√
n

n∑
i=1

Xi − E [Xi]√
Var(Xi)

L−−−−−→
n→+∞

N (0, 1)

Développements
— Formule sommatoire de Poisson (46,47) [Gou08]
— Transformée de Fourier d’une gaussienne (8) [El 08]
— Densité des polynômes orthogonaux (23) [BMP05]
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